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1. fejezet

Bevezetés

Ebben a dolgozatban molekuléris rendszerek Hamilton-operatoranak sajatérték prob-
lémajaval foglalkozunk a Born-Oppenheimer kozelités keretei kozott. A varidcios elven
alapulé kozelité kvantumkémiai modszerek mindig egy felsé becslést adnak a sajatérté-
kekhez. Ha alsé becslést is ismernénk, akkor ezzel kozre lehetne fogni az energiaszinteket.
Ennek az egyszerii elképzelésnek a megvaldsitasa nehézkes, mert a kvantumkémiai iroda-
lom nem tud konnyen szamithato és kell6en szoros alsé korlatrol.

Dolgozatomban az irodalomban ismert kozrefogé fliggvénybol indultam ki, amely fels6
becsléshez alsot rendel és viszont. Belattam, hogy a kozrefogd fliggvény altal kapott alsod
korlat variaciés, vagyis stacionarius a Hamilton-operator sajatfiggvényeinél. A variaciés
tulajdonsagbol kovetkezoen a kozrefogod fliggvény egyre jobb prébafiiggvénnyel szamolva,
egyre jobb becslést ad. Igy lehetéség van arra, hogy az alsé korldt maximaldsénak elvén
szamoljunk hullamfiiggvényt és szoros alsé korlatot.

Csakhogy a kozrefogé fiiggvénnyel szamitott alsd korlat és igy az ennek maximélasan
alapulé eljaras igen szamitasigényes. Azt tapasztaltuk, hogy egy adott hullamfiiggvénnyel
szamolt also korlat sokkal jobb kozelités, mint ugyanezzel a hullamfliggvénnyel szamolt
varhato érték. Ez indittatast jelent arra, hogy olyan kozelitéseket keresstiink amelyek csok-

kentik a szamitasigényt és a pontossagot nem rontjak lényegesen.






2. fejezet

Felhasznalt ismeretek és modszerek

2.1. Lowdin kozrefogé fiiggvénye

Ebben a fejezetben Lowdin kozrefogd fiiggvényét ismertetem részletesen. Az elnevezés
onnan ered, hogy a fiiggvény argumentuma és fiiggvényértéke kozrefogja a Hamilton-
operator legalabb egy sajatértékét. Példaul, ha az elso két sajatérték kozotti szamot he-
lyettesitiink a kozrefogd fiiggvénybe, akkor a fiiggvény értéke jo esetben alsé becslés a
legkisebb sajatértékhez (rossz esetben pedig felsé becslés a masodik legkisebbhez). Latni
fogjuk hogy a kozrefogd fliggvénnyel szorosabb alsé becslést kaphatd, mint amilyen szoros
a fliggvénybe helyettesitett fels6 korlat.

Lowdin kozrefogd fiiggvényének kifejezése[1] a kovetkezo:

f(e) = (plH|p) + (p|HT (¢)H|p) (2.1)

A fenti képletben ¢ egy V vektortérbeli tetszoleges normalt fliggvény, H a Hamilton
operator, ¢ egy valés szam és T'(¢) az (¢ — H) inverze V' p-re merdleges alterében.

Két lépésben fogjuk belatni, hogy f(e) és e kozrefog egy sajatértéket. Elészor meg-
mutatjuk, hogy f(¢) = ¢ pontosan akkor teljesiil, ha ¢ sajatértéke H-nak. A masodik
lépésben pedig megmutatjuk, hogy f(¢) szigorian monoton csokkend fiiggvény.

Vezessiik be a kovetkezo két projektort:

O=lp)p| é P=1—]p)(e]. (2.2)



6 2.1. Loéwdin kézrefogé fiiggvénye
Ezek segitségével T'(¢) a kovetkezOképpen irhaté:

T(¢) = P(O + P(c — H)P)™'P

T'(e)-ra néhol hasznalni fogom a - szemléletes jelélést is, amit a T'(e)P(e — H)P = P

egyenloség indokol. Az egyenléséget kihasznalva kapjuk:

P(e — H)T(e)H|p) = PH|yp).
¢

A most bevezetett ¢ jelolést hasznélva:
P(e — H)|¢) = PH|p).
Behelyettesitve P (2.2)-beli képletét, kapjuk, hogy

(1= l@)el) (e = H)|g) = (1 = @) () H|p)-

Most végezziik el a szorzast mindkét oldalon:

(e — H)|¢) + o) (wlH|p) = H|p) — o) (0| H]p).

Atrendezés utan f(e) felismerheté a bal oldalon:
|0) (plH|d +9) = (H = 2)|é + @) +elp).
—_————

f(e)

Tovabbi atrendezéssel kapjuk, hogy

(f(e) —&)lp) = (H —&)|p + ). (2.3)

Es innen mér leolvashatd, hogy f (¢) = € pontosan akkor, ha e sajatértéke H-nak. Az is
latszik, hogy |¢ + ¢) az e-hoz tartozé sajatfiiggvény

Gyorsabban megkaphatd, hogy f(e) szigorian monoton csokkend, ugyanis a derivaltja:

f'(e) = —(plH 2 Hle),

(e - H)

mindenhol negativ.
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2.1. dbra. A kézrefogé fiigguény grafikonja

Prébaljuk meg elképzelni a kozrefogd figgvényt! Az (2.1) képletbdl latszik, hogy szin-
gularitdsai vannak PH P sajatértékeinél. Mivel f(e) csokkend fiiggvény, ezért ha € balrél
tart PH P egy sajatértékéhez, akkor f(e) tart a minusz végtelenhez, ha jobbrol, akkor f(e)
a plusz végtelenhez tart. Az is leolvashaté (2.1)-bél, hogy ha e tart valamelyik végtelenhez,
akkor f(e) (¢|H|p)-hez tart. Az f(e) grafikonjat a 2.1 dbra mutatja.

A 2.1 abra bal alsé sarkaban 1évé kis abra szemlélteti azt, hogy f(e) és e kézrefognak
egy sajatértéket. A piros és a zold szakasz hossza e, a kék szakasz hossza pedig E, H
egyik sajatértéke. A kis abran jelolt e E-nél nagyobb, de nem nagyobb PH P legkozelebbi
sajatértékénél. Mivel f monoton csokken ezen a szakaszon, ezért f(e) kisebb E-nél, f(e)-
nak a zold szakasz felel meg. Az is latszik, hogyan kell e-t valasztani ahhoz, hogy alsé
becslést kapjunk a legkisebb sajatértékhez: e-nak H és PH P legkisebb sajatértéke kozott

kell lennie.
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2.1.1. Egy ekvivalens alak

A (2.3) egyenletbdl levezethet6 a kozrefogd fliggvény egy masik alakja. Szorozzuk be
(2.3)-et balrdl (H — ¢) inverzével:

(f(e) —e)(H =)o) = o+ o). (2.4)

Szorozzunk balrél (p|-vel:

(f(e) —e)el(H —e)lp) = 1.

Végil fejezziik ki f(e)-t:

fle) =e+(ol(H—e)p)™". (2.5)

Ezzel a képlettel els6 ranézésre tobb probléma is van. Az egyik, hogy H sajatértékeinél
nincs értelme. Masfeldl pedig nem latszik, hogy PH P sajatértékeinél szingularitasa lenne.
Eloszor nézziik meg, mi torténik akkor, ha € tart a H egyik sajatértékéhez! Jelolje E;

a H i-edik sajatértékét, és a hozza tartozo sajatvektor legyen W,. Viladgos, hogy

lim (H —¢)|V¥;) =0, és

e—FB;

1 . J— -1 Ly = —
lim (W [(H — &) ¥) = —oc

lim (W|(H — &)™) = +oc

(2.6)

Most irjuk fel -t a sajatvektorok linedris kombinacidjaként: ¢ = 37, c;W;. Ha ¢; # 0,
akkor (2.6) miatt:

lim (p|(H — €)7!p) ™" = 0.

e—F;

Ebbdl kovetkezik, hogy lim. g, f(e) = € a (2.1)-gyel dsszhangban. Ha ¢; = 0, akkor az
eredeti (2.1) képlet sem értelmes, mert az ¢ — FE; hataresetben O + P(¢ — H)P nem

invertalhato, ugyanis:
(O+ P(H — E;)P) |¥;) = 0]¥,),

vagyis van egy 0 sajatértéke.
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Most vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor e sajatértéke PH P-nek! Valasszunk egy

« sz

H — . Ennek segitségével (2.5) masodik tagja a kovetkezOképpen irhato:

(A o)) = s

Mivel ¢ sajatértéke P H P-nek, ezért:

det(P(H — £)P) = 0.

Tehat a (2.5) fliggvénynek is szingularitdsai vannak PH P sajatértékeinél!
A kés6bbiekben tobbnyire a (2.5) alakot fogom hasznéalni, méghozza nem feltétlentil

normalt probafiiggvénnyel. Ekkor korrigalni kell ¢ normajaval:

. (ole)
HE) =4 @ — o Ty 27)

2.2. A Davidson-algoritmus

A Davidson-algoritmus[2] egy olyan iterativ eljaras a sajatértékprobléma megoldésara,
amelynek minden lépésében megbecsiiljiik az éppen aktualis kozelito sajatvektor és az
igazi sajatvektor eltérését. Az eltérést, mint korrekciot alkalmazzuk a kovetkezo 1épés
kozelitd vektoranak konstrudlasahoz.

Az eltérés-vektor szamitasanak alapgondolata a kovetkezé. Legyen W' egy kozelité sa-
jatvektor, E' = (V'|H|¥') a vele szdmolt kozelité energia, ¥ a pontos sajatvektor és E a

pontos sajatérték. A rezidualis vektort definiciéja:
r) = H|V') — E|V').

Ennek kozelitése:
r') = H|V') — E'|V).

A rezidudlis vektor annél kisebb, minél kozelebb van W’ a keresett sajatvektorhoz. Vezes-

sitk még be a kozelité és a pontos sajatvektor kiilonbségét:

AT) = ) - |¥)
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Szorozzuk be a kiilonbséget balrél (H — E)-vel:

(H — E)|AV) = —(H - E)|¥) = —r)
Ez alapjan a rezidualis vektorbdél megkaphatd AW:

|AV) = —(H — E)™'|r) ~ —(diag(H) — E')~'|r'), (2.8)

ahol diag(H) a H diagondlis elemeit tartalmazd matrix.

Az algoritmus a kovetkezd 1épésekbol all:
1. A kezdo sajatvektor bekeriil egy tomb elsé oszlopaba.

« /e

2. A tombben 1év6 vektorokkal felépitjiik a H operator matrixreprezentaciojat, ezt hiv-

juk ,kis H méatrixnak”.

3. Megoldjuk a kis H maétrix sajatértékproblémajat és ezzel kapunk egy kozelito sajat-

vektort (V') és sajatértéket (E').
4. Kiszamitjuk az |r') rezidudlist.
5. Kiszdmitjuk a |AW) korrekciét.

6. A korrekciét Gram-Schmidt-ortogonalizaljuk a tombbeli vektorokra és a kapott vek-

tor bekeriil a tomb kovetkez6 oszlopaba.

7. Ha a korrekcidévektor norméja nagyobb egy kiiszobnél, akkor ugrunk a masodik

pontra.

A kis H méatrix diagonalizalasa soran kapott kozelité sajatvektorokat Davidson-vektoroknak

fogom hivni.

2.3. Mayer-ortogonalizacio

A Mayer-ortogonalizacié[3, 4] akkor alkalmazhatd, amikor adott egy ¢, vektor, amely
a {x1, X2 ---Xn} orotonormdlt bazisvektorokon van kifejtve és kerestink N — 1 darab ¢;-

re meréleges {x5...x v} vektort. A {x}...xv} vektorok explicit alakja tobb helyttt is
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megtaldlhaté[3, 4]. Megmutathatd, hogy a Mayer-ortogonalizécié a Gram-Schmidt- és a
Loéwdin-ortogonalizacié kombinaciéjal[5).

A dolgozat szamitasaiban szukcessziv Mayer-ortogonalizaciét fogunk alkalmazni. Az
eljaras els6 1épésében attérink a {x1,xz2... xn} bazisrol a {¢1, x5 ... Xy} béazisra. A ko-

vetkezo 1épésben egy
N
G2 = Z Ci2X;
=2

vektorra keresiink N — 2 darab meréleges vektort a {x5 ... xy} vektorok altal kifeszitett
altérben. gy kapunk egy 1j orotonormalt {¢1, ¢a, X5 ... XN} béazist. Az eljards tovabb

folytathat6, minden 1épésben tjabb Mayer-ortogonalizaciét végziink.

2.4. Gersgorin-korok

A Gersgorin-korok[6] segitségével egyszeriien tudunk durva becslést adni a sajatér-
tékek elhelyezkedésére. Legyen az N dimenziés H matrix egy £ sajatértékéhez tartozéd

sajatvektora W. A HV = EV sajatértékegyenletet komponensenként irva:
N
j=1

Ezzel ekvivalens a kovetkezo egyenlet:

N
2
Valasszuk tgy az ¢ indexet, hogy ¢; a ¥ vektor legnagyobb abszolut értékii eleme legyen.
Ezutan kapjuk:
N .
EF—-H;= Z H;;->
j=1 i
J#

A haromszog egyenlétlenség alapjan a kovetkezo kozelitést tehetjiik:

N
<> |Hy| =: R

=t
J#

N
B — Hy| < Z | Hijl

G
i=1 Ci
J#i

(3
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A fenti sor méasodik egyenlStlenségénél kihasznaltuk, hogy |c;| > |¢;|.
Tehat a H;; kozéppontu és R; sugaru intervallumok egyesitése tartalmazza az Osszes
sajatértéket. Ha a H matrixot eltranszformaljuk egy olyan unitér métrixszal, aminek

oszlopai H sajatvektorait kozelitik, akkor a transzformalt matrixhoz kiszamolt Gersgorin-

korok rasziikiilnek a sajatértékekre.



3. fejezet

Elméleti eredmények

Ez a fejezet dnmagukban is érdekes elméleti eredmények mellett tartalmazza az Gsszes
levezetést, ami a szamitasokat elOkészitette. Az elsé alfejezetben egy tanulsagos mdédon
kudarcba fulladt otletet részletezek. Ezutan kévetkeznek a ,jol végz6d6” meggondolasok:
variacios elv az also korlatra, majd a CEPAO energia egy tjabb levezetése. A fejezet végén

az alkalmazott kozelitésekrdl lesz szdé.

3.1. Szamoljunk egyszeriien alsé korlatot!

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy az

. {ele)
FE =t i~y ey &y

képlet alsdé becslést ad, ha € megfelelo felsé becslés. De a képlet nehezen hasznalhato
amiatt, hogy (H —¢) inverzét tartalmazza. Mivel ¢ tetszileges, elég kézenfekvé az az otlet,
hogy ¢-t valasszuk olyan specialis alakban, hogy az inverzet egyszerii legyen kiszamitani.

A p = (H — e)¢’ helyettesitéssel egy sokkal egyszertibben szamolhaté alsé becslést
kapunk:

_ ., WIH =)
Eo =t S —clpy 82)

A formulédt kiprobaltam egy egyszerii teszt rendszeren: a kvartikus anharmonikus osz-

13



14 3.1. Szamoljunk egyszertien alsé korlatot!
cillator példajan. Az anharmonikus oszcillator Hamilton-operatora
1
H=30"+¢) +d"

ahol p az impulzus- és q a koordinata-operator, v egy pozitiv szim. A Hamilton-operatornak
sajatfiiggvényének bazisan. Az anharmonikus oszcillator sajatértékeinek szamitasara be-
vett médszer a perturbacidszamitas harmonikus-anharmonikus particioval. Az els6 rendig
pontos hullamfiggvényt W-gyel fogom jelolni. A kvartikus anharmonikus oszcilldtorra
a perturbacioszamitas jol alkalmazhaté kis v esetén, annak ellenére, hogy a perturbacios
sor divergens|7].

A legkisebb sajatértékhez kerestem also becslést. Kétféle valasztassal is kiszamitottam

Elb—ti

1. A harmonikus oszcillator legkisebb sajatértékéhez tartozé sajatfiggvénye adja ¢'-t,

e a Wll-gyel szamolt varhaté érték. A szamolt alsé korlatot Ey jeloli.

2. ¢ = Wl és a fels6 korlat € = Hyy a HY harmonikus oszcillator legkisebb sajatérté-

kéhez tartozd sajatfiiggvényével szamolt varhato érték. A szamolt alsé korlat Eys.

A kidbrandité eredmények a 3.1 dbran lathatok. Az eredményeket sszehasonlitottam per-
turbacidészamitassal kapott masod- és harmadrendig pontos energidkkal. Ej,; egyszertien
csak egy pocsék alsé kozelités. Viszont meglepo, hogy Epo nemcsak rossz kozelités, de
minden v-ra nagyobb a pontos sajatértéknél!

Mi lehet a probléma? Ranézve ismét a 2.1 abrara, azt lehet latni, hogy az als6 korlat
jelleg csak tigy romolhat el, ha e a PH P legkisebb sajatértéke folé csuszik. Itt P tovabbra
is a p-re merdleges altérbe vetito projektor. Kiszamitottam PH P legkisebb sajatértékét
a o = (H — ¢)Ul valasztéssal, tigy, hogy -t H elsé és masodik sajatértéke kozott val-
toztattam. Az eredmény a 3.1 abran lathaté. Mivel Ejpy szamitasakor a Hyp fels6 korlatot
hasznaltam, értéke az abran jelolve szerepel. Lathato, hogy itt PH P sajatértéke valoban
kisebb e-nal, tehat a 2.1 dbran rossz szektorba kertultiink!

Vajon csak nem volt ,szerencsém” az anharmonikus oszcillatorral, vagy a (3.2) kozelités

4ltaldban sem hasznélhaté? Irjuk f6l ¢/-t H sajétvektorainak linearis kombindciéjaként:
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3.1. dbra. A (3.2) formula szerint szamitott becslés az anharmonikus oszcilldtor legkisebb sajdt-

értékéhez, v fligguényében.

1.8

1.6

1.4

1.2

0.8

0.6

3.2. abra. A H és a PHP sajdtértéke, e fiigguényében, ~

| H sajatértéke
PHP sajatértéke
i g(e)=¢ 1
4 ’
Hyq
€

¢ =3, ¢V, . Ennek felhasznalaséval:

gpchZ-(Ei—a

).

=0.5.
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Hogyha e kozel van E;-hez, akkor ¢ kozel merdleges Wq-re. Igy a P altal meghatérozott
altér tartalmazza W, nagy részét, ezért PH P legkisebb sajatértéke rahtizodik H legkisebb
sajatértékére. A (3.2) tehat csak akkor ad alsé korlatot ha e is nagy és a prébafiiggvény

sem jo, ekkor viszont nem varhato jo becslés. .

3.2. Variacioés elv

Ismét induljunk ki a (2.7) képletbél! Ha e egy szoros felsé becslése egy sajatértéknek,
akkor f(g) ennek alsé becslése. Az el6z6 fejezetbél tudjuk, hogy rogzitett € melett nem
lehet -t akarhogy valtoztatni. Mégis probaljuk ki, mi lesz akkor, ha p-t bazistiiggvények
linearis kombinaciéjaként keressiik és az egyiitthatok szerint maximaljuk a (2.7) kifeje-
zést. Azt talaltuk, hogy ekkor megkapjuk az egzakt sajatértéket! A kovetkezo fejezetben
altlaban is megmutatom, hogy a kozrefogd fliggvény variacids tulajdonsagu: rogzitett e

esetén pontosan akkor stacionarius, ha ¢ sajatvektor.

3.2.1. Variacios elv a kozrefogé fiiggvényre

Legyen V vektortér, ¢ € V normélt és f. : V — R a kovetkezé funkcionél:
f() =+ (pl(H —&)H) ! (3.3)
Ekkor f. staciondrius H sajatfiiggvényeinél:
0f- = 0= Hlp) = f|p)
Az allitast el6szor Lagrange-multiplikatoros médszerrel bizonyitom. A mellékfeltétel:

(plp) = 1.

A varidlandé funkcional:

L=c+{o|(H—2)" )™ = X1 — (p|e)),

.....

H-nak:

(0p|(H —)~'p)
(pl(H — &)~ tp)?

0L = — + AMdplp) + c.c. = 0.
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A fenti egyenletben c.c. a komplex konjugéltat jeloli. Mivel d¢p tetszOleges iranyu, ezért:

(H =)o)
(pl(H —¢)~He)

Balrél szorozva p-vel kapjuk, hogy

5 = A, (3.4)

A= folp) — e

Helyettesitsiik vissza A-t a (3.4) egyenletbe:

(fe(p) = e)*(H — &) ') = (f-(9) — ©)]).

Egyszertisitsiink (f.(p) — €)-nal:

(fe(@) =) (H — )7 ) = lg)- (3.5)

Szorozzunk balrdl (H — ¢)-nal:

(f-(p) = ©)lp) = (H —€)l¢p).

Végiil egyszertiisités utan kapjuk a sajatérték egyenletet:

F-()le) = Hyp).

Az allitas tugy is bizonyithatd, hogy nem tessziik fel kiillon ¢ norméltsagat, hanem

korrigalunk a normaéaval. Induljunk ki a kévetkezo funkcionalbol:

fe(@) = e + (@l(H — &) o) Help). (3.6)

.....

(Gl (Pl (H — &) ) — (plo) (el (H — )~ )
(Pl(H =)~ Hp)?

Egyszertisités utan kapjuk, hogy

of- = +c.c. =0.

(00l@) = (fo(p) — ) (p|(H — ) H|g) = 0. (3.7)

Ebbdl az egyenletbdl kapjuk a (3.5)-nek megfelels egyenletet és innen ismét kovetkezik a

sajatérték egyenlet.
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Felmeriil a kérdés, hogy egy konkrét € mellett stacionariussa téve a kozrefogd fiigg-
vénybdl kapott funkcionalt, vajon a sajatértékprobléma melyik megoldasat kapjuk. Ha a
varhato értékkel analég modon az alsé korlat maximalasakor a legnagyobb sajatértéket
kapnank, akkor ez a megkozelités nem lenne tul hasznos a kvantumkémikusnak. Szeren-
csére nem ez a helyzet. Az ¢ paraméter és a kezdeti hullamfiiggvény valasztasaval sza-
balyozhat6, hogy melyik megoldast kapjuk. Vagyis megfelel6 valasztassal egyarant lehet

alap és gerjesztett allapotot szamolni. Az eredményt azzal is befolyasolhatjuk, hogy (-t és

//////

3.2.2. A kozrefogé funkcional varialasa altérben

Legyen O a kovetkezd projektor operator:
0=1-Y |w)(w
i=1

ahol {WUy,..., U, } H n sajatértékéhez tartozo sajatfiiggvényei. Tegytiik fel, hogy ¢ mero-

leges az n sajatfiiggvényre, és -t ugyanebben az altérben valtoztatjuk:
Op=¢p é Odp=dp. (3.8)
A ¢ nem feltétleniil normalt, ezért megint a kévetkezo funkcionélt varialjuk:

fe(@) = e + (@l(H — &) o) Help).

.....

(0plo) (ol (H — )~ p) — (ple) (00| (H — ) ~'p)
(pl(H — )7 tp)?

Az el6z6 levezetés alapjan megint azt kapjuk, hogy

+c.c. =0.

5fs:

(fo(@) —e)(H — &) ) = |e).

A (3.8) szerint |¢) helyére irhatunk Olp)-t:

(fe(w) —e)(H — &) '|g) = Olg).
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Megint szorozzunk balrél (H — ¢)-nal:

(f(#) = &)lp) = (H = £)Olp).

Egyszertsités és O-val balrdl szorzas utan kapjuk a projektalt H sajatérték egyenletét:

f-(p)lp) = OHO|p).

Ez az eredmény is megkaphaté Lagrange-multiplikatoros modszerrel, éppen tgy, ahogy
a varhato értékre vonatkozo variacios elv is levezetheto gerjesztett allapotokra Lagrange-
multiplikatoros médszerrel[4].

A mellékfeltételeket alkalmazo levezetéshez induljunk ki megint az (3.3) alakbol:
fe(@) = e+ {pl(H =)o)
A ¢ normaltsdga melett még azt is ki kell kétni, hogy ¢ merdleges H n sajatfiiggvényére:
(pl¥;) =0, j=1,...n

Mivel (¢|V;) nem feltétlenil valés, ezért a (p|¥;) = 0 valdjaban két egyenlet. A varidlandd
funkcional:

n

L=ce+(o|(H—2)"e) " = A1 = {ele) + D (mRele|¥;) + v:Ilm(p| ;)

i=1

ahol A, p;, v; a Lagrange-multiplikatorok. Fejezziik ki (p|¥;) valos- és képzetes részét:

Re(gl ) = £ ((¢1¥0) + (W)

(g |2:) = o (¢ 0:) — (W)

Ennek alapjan

1 . 1 i
M¢R6(<P|\1/i> + Vi1m<90‘\1}i> = 5(/% - Wi)<90|‘11i> + 5(/% + ZVi)<\I’z‘|90>
| S — —_———

Ti *
(3 7'1

Az 1j Lagrange-multiplikatorokkal felirva a varidlandé funkcional:

n

L=ce+(pl(H—e) o) = M1 = (plp)) + > (rileol¥s) + 77 (Wilg))

i=1
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Az els6 variacio:
(0| (H — &)~ |¢p) -
+ A0ple) + > T (0p|V;) + c.c. = 0.
(o|(H —)~tp)? ;
Mivel a fenti egyenlet tetszéleges kis dp-re fennall, ezért:
(H—2)"'lp) -
— + M)+ ) 7|¥;) =0. (3.9)
(o|(H —)~Mp)? ;

A (pl-vel szorozva pedig kapjuk, hogy

0L = —

A= f(p) —e.

Szorozva (U;|-vel megkapjuk 7;-t:

7i = (U|(H — &) o) (fol) — €)%

Helyettesitsiik vissza A-t és 7;-ket a (3.9) egyenletbe:

n

~(felp) = €)’(H =)o) + (fel0) = €)l9) + =) D AW|(H — ) )| W) =

1=

=

Egyszertisitsiink (f.(p) — £)-nal és vonjuk éssze a (H — £)~*|p)-t tartalmazé tagokat:

() = 2) (1= 321w ) G - ele) = o

Az egyenletben megjelent az O projektor! Az O felcserélheté H-val, ezért balrél szorozva

(H — ¢)-nal kapjuk:

(f-(p) = €)Olp) = (H — €)¢).

Végiil kiejtve e-okat és balrél szorozva O-val megkapjuk a projektalt Hamilton-operator

sajatérték egyenletét:

f-(9)Olp) = OH|p).

3.3. Az alsé korlat maximalasa

Az eléz6 fejezet alapjan egy kozelité hullamfiggvény javithato azon az elven, hogy
valasztunk ra ortogonalis fiiggvényeket, és a kapott vektortérben maximaljuk az als6 kor-

latot.
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Legyen f. tovabbra is a kovetkezd funkcional:

fe(@) = e + (@l(H — &) M) Help).

Vélasszunk egy {xo,...Xxn} ortonormalt rendszer és keressiik a ¢ hullamfiggvényt ezek
linearis kombinaci6jaként:
©=Xo+ Y ciXi (3.10)
i=1
Legyen xo kozelito sajatfiggvény és e-t valasszuk ugy, hogy f-(xo) a keresett sajatérték
als6 korlatja legyen.

Egy jobb kozelité hullamfliggvénnyel szamolt f. is alsé korlat. Legyen

P =1T—[xo){xol
A projektalt Hamilton-operator ekkor a kévetkezo:

PHP = (I — [x0){xol)H(I — [x0){Xol)
= (7= o) (S B ) (7 )
= B0 - X Bl o)
- Z Ei(Wilx0)[¥:)(Xo| + Z Ei(¥i]x0) (xol )] X0) (Xol

Ha xo — ¥, akkor PHP = 3, ,; E;(V;|¥;)-hez tart. Vagyis ahogy egyre jobb a hullam-
figgvény, gy PHP sajatértékei tartanak H azon sajatértékeihez, amit nem becsliink.
Ezért ha ¢ egy megfelel6 fels6 korlat akkor jobb hullamfiiggvény mellett is megfelel6 felso
korlat lesz.

Most vizsgaljuk meg, milyen egyenlet adédik a (3.10)-beli koefficiensekre f.(y) maxi-
malasaval. Ez a 3.2.1 fejezettel analog feladat, azzal a kiillonbséggel, hogy most ¢;-k szerint
derivalunk. Ha f.(p) maximalis a {xo, ... xn} fliggvények altal kifeszitett téren, akkor a

¢; szerinti derivaltjai nullak:

0f(p) _ cilol(H =)o) = (o) OalH =) M) (3.11)

dc; (pl(H — &)~ tp)?
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A fenti egyenletrendszerbdl egyszertisitések utéan kapjuk a (3.7)-re emlékeztet egyenlet-

rendszert:

n

ci = (f=() =€) e (al(H = )7 ) = (fo() — o) Ol (H — €)™ [xo)- (3.12)

j=1
Ez az egyenletrendszer konnyen megoldhaté iteracioval: yo-lal kiszamitjuk az alsé korlatot.
Az f.(¢)-t behelyettesitve (3.12)-ba méar csak egy linedris egyenletrendszert kell megol-
dani. A kapott koefficiensekkel megint kiszamitjuk az alsé korlatot, ismét behelyettesitjiik

(3.12)-ba és igy tovabb. A programozhaté képlet az iteraciora:

n B _ k _ B
> (8 = (S50 =) 0ul(H =) ))& = (£ = ) Qul (B = )M xo)- (3.13)
j=1
A képletben c¢®) a koefficiensvektor a k-adik iteracios lépésben és f*) a c¥)-val szamolt
also korlat.
Megfeleld ¢ valasztassal az iteracios eljaras soran kapott f*) a {xo,...xn} bazison

felépitett Hamilton-matrix legkisebb sajatértékét becsli alulrol. Nem ad feltétleniil also

becslést a Hamilton-operator megfelel6 sajatértékéhez.

3.4. Enmergia formulak ekvivalenciaja

Ebben a fejezetben egy érdekes dsszefiiggést bizonyitok: a linearizalt (3.11) egyenlet-
rendszer megoldasaval kapott hullamfliggvénnyel szamolt energia megegyezik a kiindulasi
hullamfiiggvénnyel szamolt alsé korlattal.

Induljunk ki a (3.11) egyenletrendszerbdl és egyszertsitsiik ugy, hogy beszorzunk a

nevezdvel:

ci(@l(H — &) o) — (ple) (xil (H — &)~ 'e) = 0.

Elhagyva ebbdl az 6sszes nemlinearis tagot, a kovetkezot kapjuk:

ci{Xol(H — €)™ |xo) — (aul(H — )7 Hp) = 0.

Rendezziik at az igy kapott linearis egyenletrendszert:

n

> (8 Oeol (B = 2)~ o) = (Ol (H = €)™ 1)) ¢ = (al (H = €)™ o). (3.14)

j=1
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A felso korlat legyen a yo-lal szamolt varhaté érték:

e = (xo|H|x0)-

A kovetkezOkben azt fogom beldtni, hogy a linearizalt (3.11) egyenletrendszer megol-

dasaval kapott p-vel szamolt energia megegyezik a yo-lal szamolt als6 korlattal:

Euin = (xolH|x0) + (X0l H|p) = f-(x0)- (3.15)

« sz

0 |a
H—¢= , (3.16)
al | b

ahol a blokkok elemei a kovetkezok:
0 = (xolH — €|x0)
a; = (Xi|H — €|x0)
bij = (xilH — 5’Xj>-

Analbég modon az inverz matrixreprezentacioja:

(H—g)fl — (317)

Az 14j jelolésekkel a (3.14) egyenletrendszer tomor alakban irhatoé:

(x—2)c=y",

ahol ca (cq, ..., ¢,) koefficiensekbdl all6 vektor. Ebbél kifejezhetjiik a linearis kombinécios

koefficienseket:
c=(z—2)" .
Az (3.15) szerinti nemszimmetrikus energia formula a kovetkezéképpen szamolhaté:

Ejin =€ +alz —2)'y". (3.18)
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Ezt a kifejezést a xp-lal szamolt alsd korlattal hasonlitjuk Ossze. Az alsé korlat az ]

jelolésekkel:

fe(x0) =€+ (xo|(H — 5)_1|X0>_1 — e+ i

A probléma leegyszerisodott, mar csak azt kell belatni, hogy

L -1, T
x—a(x 2) Ty

Az (3.16) és (3.17)-beli métrixok szorzata az n dimenzids egységmatrix:

‘CL l"y

0
aT‘b T

Blokkonként felirva az osszefiiggést kapjuk, hogy
ayt' =1 és az=0.
A masodik egyenletbol kovetkezik, hogy
a(x — z) = ax, (3.19)

itt (z — z) helyett értsiink (xl,_; — z)-t, ahol I,, 1 az n — 1 dimenzi6s egységmatrix. A
(3.19) egyenlet azt jelenti, hogy a sajatvektora (z — z)-nek x sajatértékkel. Ezért a az

(z — z) inverzének is sajatvektora, - sajatértékkel:

1

alr —2)"' = ~a. (3.20)
x

A (3.20)-t balrdl yT-tal szorozva meg is kapjuk a kivant osszefiiggést:

1 1

alx —z) "y = ;ayT =

Erdemes megjegyezni, hogy csak az energidk egyeznek meg, a hullamfiiggvények nem.

3.4.1. Kapcsolat a CEPAO energiaval

A CCD (Coupled Cluster Doubles) egyenletek linearizaldsaval a CEPAO (Coupled
Electron Pair Approximation) vagy L-CCA (Linearised Coupled Cluster Approximation)
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egyenletekhez jutunk[8]. Ebben a révid fejezetben megmutatom, hogy a CEPAO energia

levezethetd az alsé korlathél is. Trjuk £l f.(xo)-t a (2.1) eredeti formula szerint:
f-(x0) = e+ (xo|HT () H|x0) = € + ab”'a".

Ez épp a CEPAOQ energia, ha xo = |[HF) és p-t a HF-determinans és a kétszeresen ger-

jesztett determinansok terében keressiik, masodkvantéaltan[9] felirva:

occ virt
e=|HF)+> Y dirtsta™b™|HF),

a<br<s

ahol r™ és s* keltd, a= és b~ eltiintetd operatorok. Tehat a CEPAO mindig alsé korlat
lenne? Nem az, van ra ellenpélda[10]. A latszélagos ellentmondasnak az oka, hogy ha a

teret leszlikitjiik, akkor nem all fonn a kozrefogoé fiiggvény két alakja kozotti ekvivalencia.

3.5. Matrixelemek kozelitése

Az alsé korlat szdmitdsahoz és a (3.13) egyenlet megolddsédhoz sziikség van (H — &)~

matrixelemeinek ismeretére. Egy n dimenziés matrix mind az inverz matrix szamitasanak
idSigénye, mind a sajatértékprobléma megoldasaé n3-bel aranyos. Ezért az inverz matrix
elemeit kozelitoleg kell szamitani.

Jeloljon {p1,...¢n} olyan vektorokat, amelyek béazisan a Hamilton-operator n - n-es
méatrixreprezentacija diagonalis. Legyenek {t¢,11,...%¥n} a p;-kre meréleges vektorok.
A{p1, ... 00, Uni1, ... n} vektorkészlet ortonormdlt bazist alkot. Ebben a fejezetben a
(H—¢)~! operatornak ezen a bazison szamitott matrixelemeit fogom kozelit6leg eldallitani.

A kis o, p és q jeloljék a kovetkez6 indexhalmazokat: o = {1,2,...n},p={n+1,...n+
m}és q={n+m+1,... N}. A bazis-vektorokkal felépithet6k a kovetkez6 projektorok:

0= Z |%><%|

P =37 ) (4
Q=" [v:){thl.

1€q
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Két operator Osszegének az inverzére fennall az
(A+B)'=A1-A"'BA+B)™!

Osszefiiggés, amit balrél (A + B)-vel szorozva egyszertien belathatunk. Egymas utan al-

kalmazva a fenti egyenléséget egy végtelen sort kapunk:
(A+B)'=A"1-A'BA  A'BAT'BAT — .

Ha A~'B ,elég kicsi”, akkor a sor konvergens és a sorfejtés par tag utdn megszakithato.

« sz

Bontsuk fel (H — ¢)-t két tag, A és B Osszegére:
A= (P+O)H =¢e)(P+0)+ > (il H — elt)
1€q

B=H-—-¢-—A

O(H-¢)O O(H-¢)P O(H-¢)Q

4. 5.

P(H-£)Q
P(H-¢)P

6.
Q(H-8)Q

3.3. dbra. (H — ) mdtrizdnak felbontdsa

A felbontast a 3.5 abra szemlélteti, a vilagoszolddel szinezett rész felel meg A-nak. A

(H — &)~ matrixelemeinek szamoldsdhoz hasznaljuk a kovetkezd kozelitést hasznaljuk:

(H—e) '~ A ' —A'BA '+ A'BA'BA™! (3.21)



4. fejezet
Szamitasi eredmények

Ebben a fejezetben néhany alkalmazast fogok bemutatni. Az elektronikus Hamilton-
operator sajatértékproblémajaval foglalkoztam, ezen beliil is az alapallapotra végeztem
szamitasokat. A Hamilton-operatort a konfiguracios téren abrazoljuk. A konfiguracios
teret az m-részecskés hullamfiiggvények feszitik ki, amelyeket egy részecskés hullamfiigg-
vényekbol, determinans képzésével épithetiink. A konfiguraciés térben egy bazis elemei
lehetnek determinansok, vagy ezek linearis kombinacioi. A konfiguraciés térben megoldva
a sajatértékproblémat kapjuk a FCI energidkat és hullamfiiggvényeket. Kvantumkémiaban
a bazis sz6 arra vonatkozik, hogy az egyrészecskés hullamfiiggvényeket milyen altéren irjuk
fol. Ebben a fejezetben a bazis sz6t hasznalom matematikai és kvantumkémiai értelemben
is.

A szamitasokat kis rendszerekre, a viz és hidrogén molekuldkra végeztem. Természe-
tesen lehet talalni olyan rendszereket, amelyek jobban megdobogtatjak a vegyész szivét,
de ezek a kis molekulak a kutatas kezdeti fazisaban alkalmasak arra, hogy rajtuk a fo

tendencidkat felismerjiik. Ugyanilyen okbol hasznaltam kis bazist.

A szamitasokhoz sziikséges programokat FORTRAN nyelven irtam. A Davidson-iteraciot
implementacioja elérhetd volt a kutatocsoportban. Ebben a kédban az alsé korlattal kap-
csolatos program részleteket irtam én.

A hidrogén molekulds szamolasok esetén az input matrixot 6 — 31G bazison szamolt

Hartree-Fock determinanssal és az ebbdl kaphato gerjesztett determinansokkal szamoltuk.

27
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A Hartree-Fock determinanssal szamolt varhato érték a Hartree-Fock-, réviden HF energia

A vizmolekula esetén elészor APSG[11] szamitast végeztiink minimalis STO — 6G béa-
zison. Az APSG hullamfiiggvény tobbdeterminans-, vagy multireferencia hullamfiiggvény,
ami azt jelenti, hogy tobb determinansnak a linearis kombinécidja. Az ezzel szamolt var-
hato értéket APSG energidanak nevezziik. Az APSG hullamfiiggvény a konfiguracios tér
dimenzidjahoz képest kevés determinanson van kifejtve. Ezeknek a determinansoknak a
terében Mayer-ortogonalizacidval allitunk elé ortonormalt rendszert. Az APSG alapalla-
potbdl kiindulva a konfiguracios térnek egy bazisa a kovetkez6é hullamfiiggvényekbdl all:
az APSG hullamfiiggvénybdl, ra merdleges tobbdeterminans hullamfliggvényekbdl és az
6sszes determinansbdél, ami nem szerepel az APSG kifejtésében.

A referencia energia mindkét rendszernél a FCI energia. Kiindulopontunk viz esetén
az APSG, hidrogén esetén a HF energia, illetve hullamfiiggvény. Az eredményeket 6ssze-
hasonlitottam az Epstein-Nesbet[8] (vagyis diagonalis+offdiagonalis) felbontéssal szamolt
masod- és harmadrendig pontos PT energidkkal is. Kiszamitottam tovabba az als6 korla-
tot a HF illetve APSG hullamfliggvénnyel. Ezt CEPAO szeri energianak fogom nevezni
a 3.4.1 fejezet alapjan, nem egyezik meg az irodalmi CEPAQ-val, ugyanis szamitasakor a
teret nem szoritottam meg a kétszeresen gerjesztett allapotokra.

Az 1 tablazatban 6sszefoglalom azokat a réviditéseket, amelyeket a tovabbiakban hasz-

nalni fogok.



1. tablazat. Haszndlt roviditések

FCI
HF
APSG
EN2
EN3
CEPAO
E iin

Eub,lin

Elb,iter

FCI energia

Hartree-Fock energia

APSG energia

Epstein-Nesbet PT-vel szamolt masodrendig pontos energia
Epstein-Nesbet PT-vel szamolt harmadrendig pontos energia
CEPAQO szerti energia

a linearizalt (3.14) egyenletrendszer megoldasaval kapott
hullamfiiggvénnyel szamolt alsé korlat;

(H — ¢) inverze kozelitve van

a linearizalt (3.14) egyenletrendszer megoldasaval kapott
hullamfiiggvénnyel szamolt varhato érték;

(H — ¢) inverze kozelitve van

a nemlinearis (3.12) egyenletrendszer megoldaséaval kapott
hullamfiiggvénnyel szamolt also korlat;

(H — ¢) inverze kozelitve van

Gersgorin-korokkel kapott alsé korlat

Gersgorin-korokkel kapott felsé korlat

a (2.7) formula szerint kozelités nélkiil szamolt alsé korlat

a (2.7) formula szerint kozelités nélkiil szamolt alsé korlat

a modositott Davidson-iteracié lépéseiben

felsé korlat a % formuléval szamolva

29
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4.1. A Gersgorin-korok tesztje

A Davidson-iteracié6 n-edik 1épése utan kapunk n darab ortonormalt vektort, ame-
lyek linearis kombinaci6jaként a keresett sajatvektor jol kozelithetd. Ezeket a vektorokat
Davidson-vektoroknak hivom. Viszont ahhoz, hogy als6 korlatot szamoljunk, vagy az alsé
korlat maximalasanak elvén szamoljunk hullamfiiggvényt sziikség van ezekre a vektorokra
meroleges vektorokra is, amelyek a Davidson-vektorokkal egyiitt kifeszitik a teljes teret.
Ezeket a vektorokat Mayer-ortogonalizacioval konstrualjuk meg, ezért Mayer-vektoroknak
nevezem Oket.

Ebben a fejezetben a Davidson- és Mayer-vektorok bazisan felépitett Hamilton-méatrixbdél
szamitott Gersgorin-koroket vizsgaljuk. Ha csak a legkisebb sajatérték érdekel, akkor ele-

gendd a matrixreprezentacié elsé sorabdl kiszamitani a Gersgorin-kort. Viz molekulara

E9
A |
E ub :
E — |
ui’ -
E T T T T
-75'2 i '75. 12 T T T T T T ]
75.4 2246 ]
iy ) | I
AT | ]
-75.8 _75: 26 I I I I I .
26 | "5 6 7 8.9 10

2 4 6 8 10
iteracios lépés

4.1. abra. Gersgorin-kor szdmoldsa a legkisebb sajdtértékhez vizmolekuldra, Davidson iterdcid
lépéseiben. A jelolések magyardzata megtaldlhatd a 1 tabldzatban. O—H kétéstdavolsdg: 1A. Bazis:

STO-3G
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szamitottam also és felsé becslést a Davidson-iteracio 1épéseiben. Az 4.1 abran lathato,
hogy a Gersgorin-, kor” egyre inkabb rasziikil a legkisebb sajatértékre, ahogy az iteracio
halad elore. A a 4.2 dbraval Osszevetve lathatd, hogy az igy kapott alsé becslés hibaja
lényegesen nagyobb, mint a kézrefogé fiiggvénybdl szamolt alsé becslés hibdja. Viszont a

Gersgorin-kor jéoval olesbbban szamithatd, mint a kozrefogd fliggvény.

4.2. Melyik a jobb? Az alsé korlat vagy a varhaté
érték?

Ebben a fejezetben azt illusztralom, hogy a kozrefogod fiiggvénybdl szamolt alsé korlat
joval szorosabb lehet a varhaté értéknél.

A Davidson-iteraciés eljaras minden lépésében kiszamitottam a kozrefogd fliggvényt és
a felso korlatot ad6 varhato értéket az elsé sajatvektort kozelité Davidson vektorral. A
kozrefogd fiiggvény szamolasakor az APSG energiat hasznaltam felsé korlatnak. A szami-
tas soran nem hasznéaltam kozelité invertalast. Az eredmények a 4.2 abran lathatok. A
kis képen a hibdk abszolut értékét abrazoltam logaritmikus skalan. Lathato, hogy az also
korlat az iterdcié minden egyes lépésében két nagysagrenddel jobb a fels6 korlatnal!

Természetesen ez még nem ok az elégedettségre, ki kell prébalni, milyen alsé korlat

kaphato, ha kozelitjik az inverzet.

4.3. Hullamfiiggvény javitasa alsé korlattal

A (3.12) formulaval az alsé korlat maximéldsénak elvén tudunk hullamfiggvényt ja-
vitani. Ezt az eljarast a Davidson-iteracié moédositasaval tesztelem ebben a fejezetben.
A 2.2 fejezetben irt algoritmus lépéseiben a korrekcidvektort a (3.13) séméval szamolom
a (2.8) helyett. A (3.12) egyenletrendszer megoldésa elétt ki kell valasztani, hogy mely
altéren maximaljuk az alsé korlatot. Az altérbe bevélasztjuk a korabbi 1épésben kapott
kozelito sajatvektor mellé az Gsszes olyan Mayer-vektort, amely a H matrixon keresztiil

kolcsonhat az alapallapottal.
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4.2. abra. A legkisebb sajdatértékhez szamolt alsé korldt és felsé korldt ésszehasonlitdsa vizmo-
lekuldra, Davidson iterdcié lépéseiben. A jeldlések magyardzata megtaldlhato o 1 tdbldzatban.

O — H kétéstdvolsdg: 1A. Bdzis: STO-3G. A (2.7) formula szamitasakor ¢ az APSG energia.

Nem kell feltétleniil az O0sszes ilyen vektort bevalogatni. Lehet6ség van arra, hogy egy
kiiszobértékkel szabalyozzuk, hogy mekkora legyen az altér. Ha a (p;|H |¢;) matrixelem
anszolut értéke nagyobb ennél a kiiszobnél, akkor a v; Mayer-vektort bevessziik az altérbe.

A kiiszobértéket £-vel, a bevett Mayer-vektorok szamat pedig n-nel jel6lom.

A nemlinedris egyenletrendszer megoldasakor a (3.13) sémabeli alsé korlatban (H — ¢)
inverzét pontosan szamitottam. A nemlinearis egyenletrendszer megoldasa soran kapott
1j hullamfiiggvénnyel alsé korlatot szamitotta, amihez fels6 korlatnak az APSG-t hasz-
naltam. Az els6 eredményeket a 2 tablazat tartalmazza. A tablazat els6 oszlopaban az
iteracio sorszama all, a masodik oszlopban az altér dimenzidja és a harmadikban pedig
a modositott Davidson-iteracioban kapott alsd korlat. Az eredményeket 6sszehasonlitot-
tam a Davidson-iteracio lépéseiben szamolt als6 korlattal és varhato értékkel. Figyelemre
mélto, hogy a mddositott Davidson-iteraciéo soran mar a legelsé 1épésben megkaptuk a

sajatértéket 5 tizedesjegyre pontosan, a 2. 1épésben pedig megkaptuk egzaktul. Ezzel
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2. téblédzat. A mddositott Davidson-iterdcié sordn szdmitott alsé korldt osszehasonlitdsa

az eredeti Davidson-iteracio sordan szamolt alsé korlattal és wvdrhato értékkel. Epcr =

—75.019635333701E), ¢ = 1078 Ej,, a hasznalt felsd korlat: APSG. A jelolések magyardzata

megtalalhato a 1 tablazatban.

iteracios 1épés | n Emed /By, Ew | Ey Ey /E}),
1 196 | -75.019635449253 | -75.009864226228 | -75.019684102162
2 257 | -75.019635333701 | -75.019191318324 | -75.019637783265
3 3 -75.019635333701 | -75.019610030107 | -75.019635535462
4 -75.019632672957 | -75.019635358048
) -75.019635028590 | -75.019635337585
6 -75.019635308629 | -75.019635333919
7 -75.019635332525 | -75.019635333707
8 -75.019635333657 | -75.019635333701
9 -75.019635333699 | -75.019635333701
10 -75.019635333699 | -75.019635333701
11 -75.019635333699 | -75.019635333701
12 -75.019635333701 | -75.019635333701
13 -75.019635333701 | -75.019635333701

szemben az eredeti Davidson-iteracié csak 12 lépésben konvergal.

Megismételtem a szamitast nagyobb kiiszobbel is. Az eredmények a 3 és 4 tablaza-
tokban lathatok. Feleakkora, 10 Ej, kiiszobot valasztva hasonléan szép eredményeket
kapunk, viszont az altér dimenzidja sem kisebb lényegesen.

A szamitast elvégeztem egészen durva 1072 Eh kiiszobbel is. A kolecsonhaté altér di-

menzidja drasztikusan lecsokkent és még mindig megkaptuk az energiat 7 tizedesjegyre!
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3. tablazat. Alsé korldt a mddositott Davidson-iterdcié sordn. Epcr = —75.019635333701E),,
£ =10"* Ej,, a hasznalt felsd korlat: APSG.

iteraci6 | n Eped /Eh
1 136 | -75.019636158539
2 149 | -75.019635333703
3 11 | -75.019635333702
4 4 -75.019635333702

4. tablazat. Alsé korldt a mddositott Davidson-iterdcié sordn. Epcr = —75.019635333701E),,
£ =1072 Ej,, a hasznalt felsd korlat: APSG.

iteracié | n | Eped /Eh
1 29 | -75.019639154197
2 4 ] -75.019639054263
3 3 | -75.019639054263

4.4. Mekkora legyen a blokk?

Az elméleti fejezetekben lattuk, hogy az alsé korlat szamitasahoz szitkség van (H — ¢)
inverzére. Ezt az inverzet a 3.5 fejezetben targyalt modon kozelitjiik. Ehhez (H — ¢)-t két
méatrix, A és B osszegére bontjuk f6l. Az A métrix blokkdiagondlis, pontosabban (H — ¢)
diagonalis elemein kiviil csak egy teli blokkot tartalmaz. Ebben a fejezetben azt vizsgalom,
hogy az inverz matrix kozelitéséhez milyen nagyra érdemes valasztani ezt a blokkot. Viz
molekuléra, rogzitett geometriandl (az O — H kotéstavolsag 1.5 A) egyre nagyobb blokk
méret mellett kiszamitottam az Ejp jin, Eupiin €S Ep iter energidkat. A szamitasok soran az

APSG hullamfiggvénybdl indultam ki.

A blokkot meghatarozé P altérbe tartozo fiiggvényeket aszerint valasztjuk ki, hogy
melyek hatnak leginkabb kolcson az alapallapottal. Praktikusan ez a kovetkezot jelenti.

Legyen N a teljes dimenzi6 és n az altér dimenzi6ja. Minden bazisfliggvényre kiszamitjuk
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Hii[iiHn’ i€{2,...N} (4.1)
mennyiségeket. Az els6 n — 1 legnagyobb abszolut értékiithoz tartozo fliggvények alkotjak
a P teret az alapallapottal egyiitt. Az ezekhez tartozé indexeket berakjuk egy n hosszu v
vektorba. A v vektor legelso eleme 1, mert az alapallapotot mindenképp benne van P-ben.

A v indexvektor segitségével az A matrix konnyen felirhato:

A — (H—¢); hai,jev
! (H —€);;0;; egyébként
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4.3. abra. Kozelitd alsé korlat a blokk méretének fiigguényében a vizmolekula alapdllapoti ener-
gidjdnak példdjin. O — H kitéstdvolsdg: 1.5A. Bdzis: STO-3G. A jeldlések magyardzata megta-
ldlhatd a 1 tdblazatban. A kézrefogs figguényben haszndlt felsd korldt: APSG

A szamitasi eredmények a 4.3 abran lathatok. A kis abran a hiba lathato az

n = 15...30 tartoméanyon. A teljes FCI dimenzi6 441.
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Az abran feltiing, hogy tul sok a felirat és kevés a gorbe! Két gorbe is hidanyzik: a
CEPAOQ és az Epjin. A CEPAQ gorbét azért nehéz észrevenni, mert nagyon jo: a nagy
abran a F'C fekete vonala alatt van, a kis abran viszont mar megkiilonboztethet6 a FC'I-
t6l. A mésik hidnyz6 gorbe, Ej, i, még a kis dbran sincs meg! Ennek oka, hogy Ej, jin és
Eiy jter 6 — T tizedesjegy pontossagig megegyeznek. Ez azt jelenti, hogy linearizalaskor nem
kovetiink el nagy hibat!

A gorbe eleje is igen érdekes! Ha nagyon kicsi a blokk, akkor Ej, i, és Eppiter nemesak
gyatrak, de még nagyobbak is a FCI energiandl. Ebbdl az a tanulsag szilirheto le, hogy
durva kozelités soran az alsé korlat tulajdonsag elveszhet.

A teljes matrix 441 dimenzids. Lathatd, hogy egészen kis, 10 dimenzié koriili blokk is
elég ahhoz, hogy az EN2 és EN3 energidknal jobbat kapjunk. A kis abran az lathato,
hogy 20 — 30 dimenzids blokk mellett a kozelité also korlat méar 6sszemérheté a CE P AO-
val. Végiil még azt érdemes megjegyezni, hogy az ugyanazzal a hullamfiiggvénnyel szamolt

felso korlat ezen a példan jobb az alsé korlatnal.

4.5. Mit tud a kozelito alsé korlat?

Az el6z0 fejezetben lattuk, hogy jé alsé korlatot lehet kapni gy, hogy az inverz matrix
kozelit6 szamitasakor kis blokkot valasztunk. A kozelito alsé korlatokkal potencidlgorbéket
szamitottam a vizmolekula szimmetrikus kotésnyujtasara. A szamitasokat a kiilonb6zo
geometridkra rogzitett méretli (20 dimenzids) blokk mellett végeztem. Az eredmények a
4.4 és 4.5 adbrakon lathatok. A 4.4 dbran azt lehet megfigyelni, hogy az Ejp jin, Eupiin €S
Epiter gorbék egyarant jol irjak le a disszociaciét. A 4.5 dbran a hibakat abrazoltam az
egyensulyi geometria kornyékén. Az Eyp, in, Eupiin, Eipiter ¢ CEPAO gorbék hasonldéan
jok és lényegesen jobbak, mint az EN2 és EN3 gorbék. Itt is megfigyelhetd, hogy Eup iin
szorosabb felsé korlat, mint amilyen szoros alsé korlat Ej, . Az is lathatd, hogy az
Eipiter és Eppjin, energidk minden geometridnal egybeesnek, a két érték mindenhol 6 — 7
tizedesjegyig megegyezik.

Hasonlé szamitasokat végeztem a hidrogén molekulara is. Egydeterminans hullam-

fiiggvénybol kiindulva a disszociacié leirdasara nem alkalmasak a CEPAO és a perturbacios
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A jelolések magyardzata megtaldlhaté a 1 tdbldzatban. A kézrefogd fligguényben hasznalt felsd

korlat: APSG . Blokk dimenzié: 20, FCI mdtrix dimenzidja: 441

médszerek. Ezt jelzi, hogy a 4.6 4bran ezek a médszerek durva hibat adnak 1.5 A felett.

Lassuk mit tudnak a kozelito alsé korlatok! A szamitasok soran nem a blokk dimen-
ziojat rogzitettem, hanem azt a kiiszobértéket, amit ha egy (4.1)-beli elem elér, akkor a
hozzé tartozo index bekertll a v indexvektorba. Ez jobb megoldas, mint a blokkdimen-
7i6 rogzitése, ugyanis fiigg a geometriatél, hogy mekkora az alapéallapottal kolcsonhato
altér. A kiiszobértéket 1073-nak valasztottam, ezzel a blokkok dimenzidja 3 és 5 kozott
valtozik. A konfiguraciés tér dimenzidja 8. A 4.7 dbran lathaté, hogy egyensuly kornyé-
kén a CEPAO-hoz és EN3-hoz képest annyira nem jo a kozelito alsé korlat, ennek oka

valoszintileg a tul nagy kiiszob lehet.

Megfigyelhetd, hogy egyensulyhoz kozel Eyy, jter €5 Eip 1in g0rbéje egymason van, akarcsak

a vizes multireferencia példa esetén, viszont egyensilytol tavolodva a két gorbe egyre
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Badzis: STO-3G. A jeldlések magyardzata megtaldlhaté a 1 tdbldzatban. A kézrefogo fligguényben
haszndlt felsé korldt: APSG . Blokk dimenzio: 20, FCI matriz dimenzidja: 441

inkabb szétvalik. Az Ey, 5, gorbe letorik, viszont Ej, e, az egyenstulytol tévol is j6 marad

és helyesen irja le a disszociaciot!
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4.6. dbra. Teljes energia a hidrogén molekuldra. Bdzis: 6-31G. A jelolések magyardzata meg-
taldlhato a 1 tdbldzatban. A kiozrefogo figgvényben haszndlt felsé korlat: HF . Blokkdimenzio:

3 — 5, FCI mdtriz dimenzioja: 8
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4.7. dbra. A FCI energidval szamitott hiba a hidrogén molekuldra. Bdzis: 6-31G. A jelolések
magyardzata megtaldlhato a 1 tabldzatban. A kézrefogo fiigguényben haszndlt felsé korldt: HF .

Blokkdimenzio: 3 — 5 , FCI mdtrix dimenzidja: 8



5. fejezet

Osszefoglalas

Dolgozatom a kozrefogd fiiggvény segitségével szamithatd alsé korlattal foglalkozik.
A dolgozat els6 felében belattam, hogy a koézrefogd funkciondl variacios természetii. Ez
lehetévé teszi hogy tetszdlegesen pontos also korlatot szamitsunk. Levezettem egy sémét a
hullamfiiggvény korrekcié szamitasara az alsé korlat maximaldsanak elvén. Az alsé korlat

maximalasanak otlete elvezetett a CEPAO szerii energia egy tjabb levezetéséhez.

A dolgozat méasodik felében a szamitasi eredményeket mutattam be. A szamitasok
kivitelezésének kozponti kérdése a matrix inverzi6. Ha az inverz matrixot pontosan sza-
mitjuk, akkor a kozrefogd fiiggvénybdl kapott alsé korlat két nagysagrenddel jobb, mint
a varhaté érték. Az inverz pontos szamitasanak koltsége azonban Osszemérheto a sajat-
értékprobléma megoldasanak koltségével, ezért kozelito utakat kerestiink. Eredményeink
mutatjak, hogy még kozelitd invertalast alkalmazva is elfogadhato alsé korlat szamithato

és van olyan als6 korlat, amely helyesen irja le a disszociaciot.

Beprogramoztam egy 1j Davidson-iteracio szerii algoritmust, amelynek lépéseiben a
korrekciovektort az alsé korlat maximalasaval kapjuk. Lattuk, hogy az inverzet nem ko-
zelitve, az egzakt sajatértéket megkaphatjuk az iteracié masodik-harmadik 1épésében.

Rengeteg teend6 maradt a tovabbiakra. Szeretném megvizsgéalni, hogy altaldban mi-
lyen operatorokra teljesiilne a 2.1 és 3.2 fejezetek allitasai. Kézzel foghatobb tennivalo
a kozelit6 invertalas implementacioja a modositott Davidson-algoritmusba. Ugyanitt sze-

retném kiprébalni, vajon javul-e a konvergencia ha az iteracié 1épéseiben a fels6 korlatot

41
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is valtoztatom. Amennyiben ezek az Otletek jol hasznalhatd eljarast eredményeznek, ak-
kor meg kell vizsgalni a modszer bazisfiiggését, méretkonzisztencidjat és szamitasokat kell

végezni nagyobb molekulakra.
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